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Un elegante teorema sugli ovali

§ 1. - Il presente articolo ha lo scopo di illustrare ai Lettori
di questo Periodico un elegante teorema di Geometria integrale,
che viene abitualmente indicato come «Teorema dei quattro
vertici » oppure anche, con termine tedesco equivalente « Vier-
scheitelsatz »; tale teorema afferma che: «Su una curva piana
_«ovale esistono almeno quattro punti (vertici) nei quali la cur-
«vatura ha un massimo oppure unr minimo »; quindi la curva-
tura possiede su una curva cosiffatta almeno due massimi e
due minimi.

Tra le numerosissime dimostrazioni che esistono di tale
teorema (*) illustreremo quelle che riteniamo pit interessanti
per la loro eleganza, oppure per i collegamenti che permettono
di stabilire con altre interessanti proposizioni oppure infine per
le ipotesi via via meno restrittive su cui si basano. Le prime due
dimostrazioni che esporremo (nei §§ 3 e 4) fanno appello a no-
zioni di calcolo integrale; per la prima inoltre si richiede che
la curvatura, considerata come funzione dell’arco della curva,
sia derivabile in ogni punto; per la seconda invece si richiede
che la curvatura sia una funzione continua dell’arco; infine per
Pultima dimostrazione faremo appello a proprieta topologiche
delle corrispondenze sulla curva chiusa che gia sono state appli-
cate in altri casi (?).

E superfluo avvertire che, come il teorema non & nuovo, ma
anzi e classico per la Geometria integrale, cosi le dimostrazioni

(1) Tra le pit recenti ricordiamo quella contenuta nella Nota del
dott. Giovanni Melzi dal titolo: Sulla dimostrazione di un classico teorema
riguardante gli ovali nel piano. Ist. LomDb. (Rend. Sc.) A. 96, (1962). Nella
nota citata vengono anche fornite ampie notizie bibliografiche sul teorema in
oggetto e sulle sue estensioni. .

(2) Si veda per es. O. Chisini: Sulla forma delle quartiche gobbe di prima
specie e delle curve ellittiche normali. Rend. Ist. Lomb., 53 (1920) 591, 599.
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che esporremo non hanno nessuna pretesa di novitd sostanziale,

anche se di alcune illustrazioni e precisazioni non c¢i é stato dato
di trovar traccia nella letteratura.

2. - Sia dunque in un piano « una curva vy ovale, cioé una
§ q p Y )

curva chiusa i cui punti sono tutti a distanza finita e che sod-
disfa alle seguenti ipotesi:

@) in ogni swo punto ammette curvatura diversa da zero;

b) ogni retta del piano o la incontra al massimo in
due punti.

Dalle ipotesi enunciate segue facilmente che la curva é
omeomorfa ad una circonferenza; in particolare dalla ipotesi
@) segue immediatamente che la curva vy ¢ rettificabile. Essa
ammette quindi una lunghezza finita, che indicheremo d’ora
innanzi con L. I possibile dunque stabilire sulla v una ascissa
curvilinea nel modo solito, assumendo come origine un punto
P, scelto arbitrariamente; pertanto d’ora innanzi potremo sup-
porre che ogni funzione (scalare o vettoriale) che verra indi-
cata brevemente come «funzione del punto P variabile sulla v »
sia espressa effettivamente come funzione dell’ascissa curvilinea
s del punto P, lunghezza dell’arco di curva compreso tra P, e P
misurata secondo il verso di percorrenza che é stato scelto come
positivo. Supporremo inoltre di aver scelto il verso positivo in
modo che corrisponda ad un percorso antiorario sulla curva ¥y.

In ogni punto della curva y esistono due versori ¢, m tan-

N

gente e normale; il versore tangente £ é definito dalla relazione

dP

(1) t = ds

ed il versore normale n & perpendicolare al versore ¢ ed orien-

tato in modo che quest’ultimo possa essere portato a coincidere

con n mediante una rotazione di =/2 in verso antiorario; quindi

il versore n risulta diretto verso linterno della regione del
piano ¢ limitata dalia curva .

Iissato nel piano un versore i, indichiamo con ¥(s) l’angolo

tra il versore stesso ed il versore #(s) tangente alla curva nel

punto P che ha aseissa curvilinea s; quindi, indicata con c(s)
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la curvatura della curva y nel punto stesso si ha

v

~ s

(@) . e(s)

e la ipotesi a) pud essere precisata ulteriormente in base alle
convenzioni scelte per il verso degli angoli e per il verso posi-
tivo di percorrenza sulla curva vy dicendo che:

@’) la curvatura c(s) definita dalla (2) & in ogni punto
della curva vy essenzialmente positiva.

Si ha poi immediatamente dalla ipotesi @) oppure dalla «)
ora enunciata che la curva y risulta essere priva di flessi.

Nel seguito ci fara comodo considerare ogni funzione (sca-
lare o vettoriale) del punto P variabile sulla curva y come una
funzione periodica della variabile s, con periodo L. Pertanto per
qualunque funzione f(s) supporremo che sia valida la relazione

Hs)=7(s + L)

e porremo inoltre convenzionalmente

© kAL .
(3) §f(s)ds = f f(s)ds

K

essendo & un numero reale qualunque.

Da quanto precede e dalle proprieta fondamentali ed elemen-
tari delle funzioni periodiche segue facilmente la validitd della
seguente

OsservazioNt 1. - Se la funzione f(s) & continua, essa &
costante oppure, quando s aumenta di un periodo, cio¢ quando
s agsume tutti i valori soddisfacenti alle relazioni

k<s<k+L

(supposto che f(k) non sia né un massimo né un minimo) pos-
siede un numero pari di estremali (massimi o minimi) e precisa-
mente tanti massimi quanti minimi.

Per semplicitd supporremo infine che la curva y soddisfi
alla. seguente ipotesi:

¢) non esiste nessun arco in ogni punto del quale la cur
vatura assuma lo stesso valore.
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Cio equivale ad escludere dalle nostre considerazioni il caso
di un ovale v che possegga archi appartenenti a circonferenze
ed in particolare ad escludere che y stessa sia una circonferenza.

Da quanto precede e dalle ipotesi enunciate si ha facilmente
la validita della

Osservazion: 2. - Fissata una qualunque retta del piano o
esistono sulla curva v due punti e due soli nei quali la tangente
é parallela alla retta; di piu, fissato un valore dell’angolo & che
soddisfi alle limitazioni

(4) 0<% <2x

esiste sulla v un wunico punto cui corrisponde wn versore tan-
gente & che da luogo alla relazione: angolo t # —=13.

Ricordiamo infine che per la curva vy, come per ogni altra
curva che in ogni suo punto possegga una curvatura definita,
valgono le classiche formule, dette anche «formule di TFrenet »

(5) dt —cnds; dn— — ctds.

-§ 3. - Una prima dimostrazione del teorema che ci inte-
ressa € di notevole eleganza (%); tuttavia essa si basa su una
ipotesi piwt restrittiva di quella enunciata nel precedente sub «)
e precisamente si basa sulla ipotesi

@) la curvatura della curva v ammette una derivata che
a sua volta e funzione continua del parametro s.
Posto per comodita.
,_do
ds
la dimostrazione si basa sul seguente

Lemuma 1. - Indicato con O un punto qualunque del piano a,
con P un punto della curva e con 1 ancora un versore fisso, si ha

(6) <§i % (P — 0)'ds — 0.

(3) La dimostrazione trovasi esposta con altre notazioni per es. nel
volume di W. Blaschke: « Vorlesungen iiber Differentialgeometrie» (Berlino,
1924) e I'Autore la attribuisce a Herglotz.
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Per la dimostrazione si consideri la funzione ¢ dell’ascissa
curvilinea s definita dalla

(7) o(s) =i X (P — O)e
derivando la funzione ¢ rispetto ad s e ricordando la (1) si ha
~(8) dp =i X {teds 4 (P.— 0)c'ds}.
Ricordiamo ora la (2) ed osserviamo che si ha ovviamente
(9) i X t =cos¥
Quindi la (8) puo essere scritta nella forma
(8Y dop = cos O d¥ - i X (P — O)c'ds.

Ora la funzione o¢(s) definita dalla (7) & chiaramente una
funzione periodica della variabile s, con periodo I, e quindi si ha

(10) §d:p =0
e d’altra parte & anche

(11) §;cos~3~dﬁ':0

perché langolo ¥ aumenta di 2= quando il punto P deserive
la intera curva vy. Dal confronto della (8) con la (10) e la (11)
si trae immediatamente la validita della (6).

Osserviamo ora che il numero i X (P— O) rappresenta in
valore assoluto e segno la distanza del punto P dalla retta orien-
tata passante per O ed avente come normale orientata il versore i.

N M

Fig. 1
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Ritorniamo ora a considerare la nostra curva; ricordiamo
che in base alla ipotesi ¢), con la quale abbiamo escluso che
¢ sia costante, ed in base alla Osservazione 1 possiamo conclu-
dere che la curvatura ¢ assume almeno un valore massimo ed
valore minimo sulla curva; indichiamo con M ed N i punti (cer-
tamente distinti tra loro) mei quali la curvatura assume rispet-
tivamente il valore massimo e minimo e chiamiamo % la retta
che congiunge M con N, retta che orienteremo a piacere, fissando
poi il punto O su di essa e scegliendo il versore { normale ad
essa (orientato nel modo abituale). Se M ed N fossero i soli
punti in cui la curvatura assume un valore massimo o minimo,
la funzione c¢'(s) avrebbe quei due punti come soli zeri e cam-
bierebbe di segno soltanto in corrispondenza ad essi. Conside-
riamo ora lintegrale che compare al primo membro della (6) e
che qui riscriviamo per comodita del lettore ‘

(6) &l X (P — 0)d'ds =0;

N N\

Pintegrando & prodotto di due fattori: il primo & il numero
i X (P—0) il quale, per la interpretazione che ne abbiamo data
e per la scelta fatta della retta « (cioé del punto O e del ver-
sore i) rappresenta la distanza con segno del punto P variabile
sulla curva dalla retta w.

Il secondo fattore ¢é la funzione ¢'(s) la quale, per la ipotesi
fatta, cambia pure di segno soltanto in corrispondenza ai punti
M ed N. Quindi Pintegrando dell’integrale al primo membro
della (6) ha sempre uno stesso segno in tutti i punti della curva;
allora, poiche tale integrando é una funzione continua di s, per
elementari proprieta degli integrali definiti, la (6) non pud
sussistere.

I falsa dunque la ipotesi da cui siamo partiti, cioé che la
curvatura ammettesse solo un massimo ed un minimo sulla
curva v; dunque, sempre in forza della Osservazione 1, la cur-
vatura ammette almeno due massimi ¢ due minimi.

§ 4. - La dimostrazione che abbiamo esposta nel precedente
§. benche notevolmente elegante, presuppone tuttavia che la cur-
vatura c(s) ammetta una derivata e che questa sia una funzione
continua del parametro s.
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Il possibile dare altre dimostrazioni che si basano su ipotesi
meno restrittive; esporremo qui una dimostrazione che si basa
sulla sola ipotesi che la curvatura c(s) sia una funzione con-
tinua del parametro s.

Premeftiamo alcune osservazioni molto facili: fissato ancora
un versore z e dato all’angolo ¥ il significato che gli abbiamo
attribuito nel § 3 e che & precisato dalla (9) si ha immedia-
tamente

(12) §cos&cds:§eos%d& =20
ed anche _
(13) §sen&cds :§sen»&d%.

Dal sussistere delle (12) e (13) si ha che, indicato con 4 un
angolo fisso qualunque, ¢ anche

(14) §cos @ 4+ pdd = 0.

Viceversa, con un semplice ragionamento che lasciamo com-
pletare al Lettore, si ha che dal sussistere della (14) per un
angolo qualunque v segue il sussistere delle (12) e (13).

Le (12) e (13) possono ricevere una notevole illustrazione
geometrica, in base alla quale sara facile dedurre il nostro
teorema. Al fine di conseguire tale illustrazione immaginiamo
fissato nello spazio un sistema di coordinate ortogonali «, y, 2
scelto in modo che il piano « su cui si trova la nostra curva
abbia equazione '

2=0.
Consideriamo poi il cilindro I' avente le generatrici parallele
all’asse delle # ed avente come curva direttrice la curva .
Su questo cilindro in corrispondenza ad ogni punto P di ¥y

fissiamo il punto @ che appartiene alla generatrice passante per
P ed ha la coordinata z data da

z=c(s)

essendo al solito s D’ascissa curvilinea di P. Il luogo dei punti
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) & una curva 3, in generale sghemba, tracciata sul cilindro T
la quale, in forza della ipotesi ¢’) (enunciata nel § 2) sta tutta

nel semispazio delle 2 positive.

[24

> -
1 Y

Fig. 2

I’insieme dei punti del cilindro [' che stanno fra le due
curve v e & costituisce quindi una superficie # di cui v e 3 sono
¢li orli; Varea di H ¢é data evidentemente dall’integrale

(15) ‘ S :@als.

Sia ora § un piano parallelo all’asse delle z che intersechi
il pilano ¢ secondo una retta parailela al versore i; per sem-
plicitd (bencheé questo non sia affatto necessario) possiamo sup-
porre che tale retta sia addirittura Passe delle 2 e che quindi
il piano § sia rappresentato dalla equazione '

In base alla Osservazione 2 esistono sulla curva y due punti
nei quali le tangenti sono parallele all’asse delle y; indichiamo
con A e B tali punti e chiamiamo « e b rispettivamente le gene-
ratrici del cilindro I" passanti per 4 e B. Le due generatrici
@ e b dividono la superficie # in due parti; una parte, che per
fissare le idee chiameremo H,, la quale ¢ formata da punti di T
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che si proiettano ortogonalmente su « in punti di v in cui questa
curva rivolge la sua concavitd verso la parte positiva dell’asse
delle y; una seconda parte, che chiameremo H,, la quale &
formata da punti di H che si proiettano ortogonalmente su «
in punti di y nei quali questa curva rivolge la sua convessita
verso la parte positiva dell’asse delle y (in fig. sono segnati due
punti P, e P, per i quali passano rispettivamente due genera-
trici appartenenti alle due parti H, ed H,).

Y

Fig. 3

Ognuna di queste due parti si proietta ortogonalmente sul
piano § di equazione (16) in modo biunivoco in una figura misti-
linea (rettangoloide); indicheremo rispettivamente con H, ed
H, questi due rettangoloidi.

Si osservi ora che lelemento d’area della figura H il quale
corrisponde al punto P di ascissa curvilinea s vale ovviamente

dS=cds

e che l’elemento d’area che si ottiene proiettando il precedente
ortogonalmente sul piano § vale

dS = cosd ¢ ds.

Pertanto questo secondo elemento ha il segno di cos®:
positivo quando é
— /2 < § < /2

cioé¢ quando IP’elemento d’area proviene (per proiezione ortogo-
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nale) dalla parte H, della figura H, e negativo quando &
/2 <8 < 3n/2

cioé quando l’elemento d’area proviene (per proiezione ortogo-
nale) dalla parte H, della figura H.

Con questa illustrazione geometrica ¢ ora del tutto ovvio
che dalla (12) si trae immediatamente la validita del

Lemma 2. - Le proiezioni ortogonali sul piano { delle due
parti H, ed H, in cui la superficie H viene divisa dalle genera-
trici @ e b sono due rettangoloidi che hanno aree uguali tra loro
in valore assoluto. '

Variamo ora la orientazione degli assi # ed y nel piano e,
prendendo per es. una nuova coppia di assi coordinati che si
ottiene dalla precedente con una rotazione di un angolo qualun-
que, che possiamo indicare con —v. Da quanto precede e dalla
(14) si trae facilmente il

Cororrario. - I1 Lemma 2 conserva la sua validita qualunque
sia il piano { (purché sempre parallelo all’asse delle z, cioé
perpendicolare al piano a).

Counsideriamo il valore medio @ della funzione c¢(s) sull’in-
tera curva, valore dato da

(1) @:i(§cds

e supponiamo ancora una volta che sulla curva v esista un solo
massimo ed un solo minimo per la curvatura c(s); si ha allora
immediatamente la validita della

OsservazIoNE 3. - Nella ipotesi ammessa vi sono sulla v non
pit di due punti nei quali la funzione c(s) assume il valore
medio C.

Invero (sempre escluso il caso in cul la y sia una cireon-
ferenza) se esistessero sulla v pin di due punti in cui ¢ assume
il valore C, tali punti dividerebbero la curva v in tre archi
almeno, in ognuno dei quali Ja c¢(s) dovrebbe avere un massimo

oppure un minimo, perché non ¢ costante ed assume valori tra
loro uguali negli estremi.
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Indichiamo con ¢ e D i due punti nei quali la funzione e(s)
assume il valore medio €; si ha anche qui immediatamente la

OsservazioNs 4. - Nella ipotesi ammessa i due punti ¢ e D
dividono Ia ¥ in due archi; nell’uno di essi la funzione c¢(s)
assume valori non minori di €, nell’altro assume valori non
maggiori di C.

Scegliamo ora nel piano o la orientazione degli assi coox-
dinati in modo che Vasse delle » sia parallelo alla congiungente
di ¢ con D.

Chiamiamo ancora H, ed H, le due parti in cui la super-
ficie H viene divisa dalle generatrici passanti per i punti di v
nei quali le tangenti sono parallele all’asse delle .

Per il modo come & stata scelta la orientazione degli assi
si ha immediatamente che i valori assunti dalla funzione ¢(s) in
una delle parti sono non minori di quelli assunti nell’altra.
Pertanto con questa scelta degli assi il Covollario del Lemma 2
non risulta verificato. Risulta cosl provato anche in questo
modo che & assurda la ipotesi da cui siamo partiti, che cioé sulla
v la curvatura c¢{s) abbia soltanto un massimo ed un minimo.

§ 5. - Iisporremo infine una dimostrazione del teorema che
si basa su proprieta topologiche delle corrispondenze -tra punti
di una curva chiusa. La dimostrazione sard data fondandoci
sulla. sola ipotesi che la curvatura c(s) sia fanzione continua
della variabile §; premetleremo in questo § alcuni Lemmi riguar-
danti proprieta ben note di Geometria differenziale e di topo-
logia.

Lunmara 3. - Considerato un punto P, dell’ovale ¥ e chiamata
¢, la curvatura in P, condizione necessaria e sufficiente affinche
¢; sin un massimo od un minimo locale della curvatura & che,
almeno in un intorno circolare opportunamente ristretto di P,
i punti della eirconferenza osculatrice all’ovale siano tutti interni
(nel caso del massimo) oppure rispettivamente tutti esterni (nel
caso risp. del minimo) all’ovale.

Accenniamo brevemente alla dimostrazione: a tal fine assu-
miamo P, come origine delle coordinate curvilinee sull’ovale,
ed insieme come origine di un sistema di coordinate cartesiane
nel piano o assumendo la tangente in P, all’ovale come asse
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delle #. Indicando anche in questo caso con ¥(s) I’angolo che
il versore tangente forma con l’asse delle @z, dalla (2) e dalla
scelta fatta del riferimento segue che si ha

v

(18) ) = J.c(u)du.

0

Ricordiamo poi che, indicate con z(s) ed y(s) le coordinate
del punto P dell’ovale considerate come funzioni di s, si ha

g %:cosﬁ-
t %:senﬁ-

e quindi, per la scelta del riferimento che abbiamo fatta si ha

S

x(s) = f cos ¥ (v)dv

[

e —

(19) S
y(s) = fsen T (v)dv.
0
Ora ¢

cos = I (— 1)+202/(2k)!
k=0

sen = 3 (— LyFHRH/(2k 4 1)
k=0

essendo le serie convergenti assolutamente per ogni valore di ¢
e convergenti in modo uniforme in ogni intervallo chiuso di
valori di 9. Pertanto si ha

20 [ s 3 — %‘;O (— 1)F+2 88, 2%
(20) fcos (vydv = 2 @0 J‘[ (W) ]2 dv
(21) J.sen ¥ (w)dv = k%:o(%_k }ﬁ%j f[&(v)]2k+1 dv.
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Consideriamo ora la funzione

Bz, y) = a* + y* — 2y/¢;
é noto che la equazione
Iz, y)=0

rappresenta la circonferenza osculatrice all’ovale in P,. Inoltre
il valore di

(22) F(s)=Flx(s), y(s)]

essendo «(s) ed y(s) dati dalle (19), da la potenza del punto
dell’ovale avente le coordinate suddette rispetto alla circonferenza
osculatrice.

Ora dalla (17) e dal teorema della media si ha

t(v) =we

dove, per la supposta continuitd della funzione c¢(s), il simbolo
¢ indica un opportuno valore assunto dalla funzione c(s) nel-
Vintervallo

(23) 0<s<w
se & v > 0 oppure rispettivamente nell’intervallo
(24) 0>s>wv

se ¢ v <0. )
Osserviamo ora che da quanto precede ed ancora per il teo-
rema della media si ha

8 g §

f B)dv = f“”a”d” = Ca f vidy = Cost/(n + 1)

]

dove abbiamo indicato con @, (=20, 1, 2,..) opportuni valori
della funzione ¢ assunti quando s appartiene agli intervalli dati
dalle (23) o (24) rispettivamente, avendosi in particolare

C,=1.
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Si ha allora immediatamente dalla (20) e dalla (21)

{ 2(s) = s — Cps®/3 I + [5]
Y(8) = C,8°/2 — Cys*/4 1 4-| 6]

dove abbiamo indicato con [5] e [6] i texmini degli sviluppi in
serie che contengono potenze di ordine non inferiore a 5 ed
a 6 rispettivamente. 8Si ha inoltre

7t = s — 2C,s*/3 ! 4 (5]
Y= @fs"/‘l 1+ (6]
( — 2y/ce = — 5% /co + 2C4s*/cod | - (6]

e quindi eseguendo il calcolo per la funzione [(s) data dalla
(22) si ha

F(s) = s (1 — Cy/co) + [4].

Questa espressione per s opportunamente piccolo ha il segno
del primo addendo; ora si ha chiaramente

lim Cy(s) = ¢

§—0

potremo dunque porre

Cu(s) = ¢o + €(s)

essendo ¢(s) infinitesimo con s. Ne segue che se ¢, ¢ un massimo
locale si ha in un opportuno intorno del valore s—=0 sempre
¢ < 0; quindi nello stesso intorno ¢ sempre F(s) > 0; se invece
¢, ¢ un minimo locale, in un opportuno intorno del valore s =20
si ha sempre ¢ >0 e quindi F(s) < 0.

Il ragionamente si inverte facilmente e ci conduce quindi
alla prova della proposizione enunciata.

Accanto al Lemma ora dimostrato richiamiamo brevemente
alcune proprieta topologiche delle corrispondenze tra punti sul-
Povale: a tal fine consideriamo due punti P, e P, sull’ovale e
fissiamo Pattenzione su uno degli archi in cui talli punti divi-
dono la curva; per es. sia questo l'arco che nel verso di percor-
renza scelto come positivo ammette P, come punto iniziale. Suppo-
niamo che tra i punti dell’arco sia stabilita una corrispondenza
involutoria e discorde la quale associa in particolare i punti
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P, e P,. Come & noto dalle ipotesi ora emesse segue subito che
se un punto descrive larco in un verso, il corrispondente lo
descrive nel verso opposto.

Sussiste allora il seguente

Luyya 4. - Nellinterno dell’arco esiste un punto che é
unito per la corrispondenza.

La dimostrazione si fa applicando il postulato della conti-
puita e precisamente eseguendo una partizione dei punti del-
Parco in due classi che potremo chiamare K, e K,; ponendo
nella prima i punti che nel verso prefissato precedono i loro
corrispondenti e osservando che tale classe non é vuota perche
ad essa appartiene il punto P,; ponendo nell’altra classe tutti
gli altri punti e dimostrando che la partiziene ha la proprieta
e soddisfa alle condizioni della partizione di Dmpexinp. Pertanto
il postulato della continuitd garantisce la esistenza di un ele-
mento di separazione, che si dimostra subito essere unito per
la corrispondenza.

Stabilita cosi la validitd del Lemma, congideriamo infine
un punto P, dell’ovale ed il fascio di circonferenze ivi tangenti
allovale. Con considerazioni facili di continuita si dimostra che.
se in P, la curvatura non ha un massimo oppure un minimo
locale esistono almeno due circonferenze appartenenti al fascio
e tangenti altrove all’ovale.

Infatti dal Lemma 3 ultimamente dimostrato si trae che se
P, non & un massimo oppure un minimo locale per la curva-
tura dell’ovale, questo e la circonferenza osculatrice «si traver-
sano » nel punto P,. Pertanto la circonferenza osculatrice in
P, all’ovale traversa questo almeno in un altro punto diverso
da P, . .
Consideriamo ora l’insieme @ delle circonferenze del fascio
che stanno, rispetto alla tangente all’ovale in P,, dalla parte
dell’ovale. Vi ¢ ovviamente corrispondenza biunivoca tra ogni
circonferenza dell’insieme @ ed il valore del suo raggio; ed e
chiaro che per valori del raggio abbastanza picecoli la circonfe-
renze dell’insieme ® non intersecano fuori di P, I'ovale ma sono
tutte interne a questo. D’altra parte per Posservazione ora fatta
almeno la circonferenza osculatrice all’ovale in P, trasversa
lovale fuori di P, .

Eseguendo ora una partizione nell’insieme dei valori dei
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raggi delle circonferenze del fascio si dimostra facilmente che
anche in questo caso.questa partizione ha le caratteristiche delle
partizioni di Drpexinp. Quindi, sulla base del postulato di conti-
nuitd, si dimostra che esiste un minimo valore del raggio in
corrispondenza al quale la circonferenza dell’ingsieme @ interseca
Povale fuori di P, .

Si dimostra inoltre immediatamente che tale circonferenza
non ha punti esterni all’ovale e che quindi lo tocca almeno in
un punto P, diverso da P,. Se non vi sono altri contatti tra
Povale e la circonferenza fuori di P, e P, si dimostra pure che
la corrispondenza tra P, e P, ¢ involutoria.

Considerazioni perfettamente analoghe (che non stiamo a
ripetere per brevitd) permettono di dimostrare che nell’insieme
® esiste una circonferenza che non ha punti interni all’ovale e
tocca questo almeno in un altro punto fuori di P, .

Ovviamente i ragiopamenti ora svolti non escludono che
esistano altre circonferenze dell’insieme @ diverse dalle due
ora considerate, le quali toccano Vovale fuori di P,. Una di
queste pud avere per es. due punti di contatto e due intersezioni
semplici con Vovale. Tuttavia per semplicita supporremo che non
esistano circonferenze che toccano l’ovale in piu di due punti e non
hanno punti esterni @ questo, come pure supporremo che non
esistano circonferenze che toccano 1’ovale in piu di due punti
e non hommno punti inierni a questo.

Questa ipotesi semplificatrice risparmiera molte analisi deli-
cate e distinzioni minuziose nelle dimostrazioni che seguono,
conformemente al tono strettamente illustrativo che vogliamo
congervare a questo articolo. Tuttavia lipotesi non & affatto
necessaria per la validita generale del teorema, che sussiste e
pud essere dimostrato con procedimenti analoghi a quelli che
esporremo (se pure con analisi piu complete) anche senza sup-
porre la validita della ipotesi semplificatrice ora enunciata.

§ 6. - Dopo i richiami fatti e le osservazioni svolte nel § pre-
cedente, la dimostrazione del teorema segue facilmente solo che
si consegua la validita di due Lemmi che riguardano la corri-
spondenza tra i punti P, e P, che sono punti di contatto del-
T’ovale e di una circonferenza che non ha punti esterni oppure
che non ha punti interni all’ovale stesso.
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Si ha anzitutto il

LeMmnma 5. - La corrispondenza tra P, e P, & discorde. In altre

parole se P, varia sull’'ovale in un verso, allora P, (beninteso
sotto la condizione che esista sempre una circonferenza tan-

gente tanto in P, che in P,) varia nel senso opposto.

P,

Py
Fig. 4

Per la dimostrazione si indichino con s, ed s, rispettivamente.
le ascisse curvilinee di P, e P,; siano poi ¢, , n, e t,, n, i versori
tangente ¢ normale all’ovale rispettivamente in P, e P,; ed infine
siano ¢; e ¢, i valori della curvatura nei punti.

Indichiamo con G il centro della circonferenza (per ipotesi
esistente) tangente all’ovale in P, ed in P, e sia r il raggio. Si ha
ovviamente

(25) G=P,+rn,—=P,+ rn,,
e di qui si trae
(26) P, —P, = r(n, —n,).
Si dimostra immediatamente che il sussistere della (26) ¢é
condizione non solo necessaria ma anche sufficiente percheé esista

una circonferenza di raggio r tangente all’ovale in P, e P,.
Dalla (26) differenziando si ha

dPl —_ dPg = T(dnz — drh) + d?‘(ng - nl)y
e di qui ricordando anche le (1) e (5) si trae

(27) t1d81 h tzdSz == ’I‘(Cltldsl - C2t2d32) + dr(nz - nl)-



20 Un elcgante teorema sugli ovali

Moltiplichiamo ora scalarmente la (27) prima per & e poi
per n, e ‘teniamo presente che, indicando con ¢ l’angolo tra
i due versori tangenti ¢, e &,, si hanno le relazioni

t1><t1:]. t1><n1:0
£t X £, = cosd 6t X n,= - seny
nXn=1 n, X n, = cos ¢

K_ n, X & = sen ¢.
Operando come si e detto si ottiene

(28) § ds, — cos ¢ ds, = r(c,ds, — ¢, cos Y ds,) — dr sen ¢
(29) | —send ds, = — re, sen § ds, + dr(cos ¢ — 1),

Poiché se i due punti sono distinti si ha ovviamente

cosy £+ 1

é possibile dunque eliminare dr tra le (28) e (29) ottenendo cosi
in definitiva la relazione

(30) ds, + ds, =r(c,ds, + ¢,ds,).

Si osservi ora che per ipotesi la circonferenza ha nei due
punti P, e P, un contatto della stessa specle; supponendo per
es. che in entrambi i punti la circonferenza sia tangente inter-
namente si ha

re, < 1, re, < 1.
Di qui scrivendo la (30) nella forma
(31) ds;(1 —re,)=ds,(rc,— 1)

si trae immediatamente

ds,

2 (5,
(32) d82<0

relazione che dimostra la tesi.
Se invece la circonferenza fosse tangente esternamente in
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entrambi i punti si avrebbero le relazioni
re, > 1, re, > 1

e la (32) varrebbe lo stesso.

Consideriamo ora due punti distinti P, e P, che siano di
contatto per una circonfercnza che non ha punti esterni oppure
non ha punti interni all’ovale. Cid che abbiamo ora dimostrato
ci consente di applicare il Lemma 4 e quindi di concludere che
sull’ovale vi sono (almeno) 4 punti tali che in essi la curvatura
ha un massimo oppure un minimo locale. ’

Invero é facile accertare anzitutto che sull’ovale esistono
almeno 4 punti uniti della corrispondenza che associa punti di
contatto dell’ovale con circonferenze che non hanno punti interni
oppure non hanno punti esterni all’ovale stesso.

Infatti. le considerazioni da noi svolte si riferiscono ad uno
dei due archi in cui la coppia P, P, divide lovale ed accertano
lesistenza di almeno un punto unito nell’interno dell’arco stesso;
applicando le stesse considerazioni all’altro arco si garantisce
la esistenza di un secondo punto unito.

Applicando poi i ragionamenti a circonferenze che siano
bitangenti all’ovale e non hanno punti esterni oppure non hanno
punti interni ad esso si garantisce la esistenza di altri due punti
uniti.

Consideriamo ora un punto unito della corrispondenza; sus-
siste il

Leanma 6. - Quando la coppia di punti di contatto dell’ovale
con una circonferenza bitangente (che sia tutta interna oppure
tutta esterna) tendono ad un punto unito, il raggio della circon-
ferenza stessa ha per limite il raggio di curvatura dell’ovale nel
punto unito stesso.

Per la dimostrazione si consideri un punto P, che sia unito
per la corrispondenza considerata; come & sempre lecito fare,
assumiamo P, come origine delle ascisse curvilinee sull’ovale e
indichiamo con ¢,, t, ed n, rispettivamente la curvatura, il ver-
sore tangente ed il versore normale all’ovale in P,.

Indichiamo poi con s, ed s, rispettivamente le ascisse curvi-
linee dei due punti P, e P, corrispondenti che tendono a P,,
e con n, e n, i versori normali rispettivamente in P, e P,.
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Adottando gli sviluppi di TavrLor accorciati si pud scrivere

{ P1:P0+51to+h1
P, =Py + sito + h:

dove con h, ed h, abbiamo indicato due vettori i cui moduli sono
infinitesimi con s, ed s, rispettivamente di ordine superiore al
primo. Analogamente si ha

{ n, = no — $i6ty + ks
n; = no —x:320oto =+ k.

dove abbiamo indicato con k, e k, rispettivamente due vettori
i cui moduli sono infinitesimi con s, ed s, di ordine superiore
al primo. _

Applicando la (26) a questo caso particolare si ha

(33) to(sy — S2) + (hy — he) = 18o(5, — $2)¢o + (k1 — ko).

Moltiplichiamo ora scalarmente entrambi i membri della
(33) per t, e osserviamo che i prodotti scalari

to X (h1 - hz); to X (k1 - kz)

sono certamente di ordine superiore al primo rispetto alla
funzione

. 2 2
5=Vsi+ s
mentre invece la differenza

8, —8,

N

& certo infinitesima del primo ordine rispetto a 3, perche, per
il Lemma 5, le due ascisse s, ed s, sono certamente di segno
contrario. '

Pertanto cercando i limiti di entrambi i membri della (33)
quando s, ed s, tendono a zero ed indentificando gli infinitesimi

di ugual ordine nei due membri si ha

limre, =1
8§—0
89—~ 0

relazione che garantisce la validita del nostro enunciato.
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Dal Lemma ora dimostrato la validitd del teorema dei quat-
tro vertici segue facilmente. Basta infatti osservare che, con rife-
rimento alle notazioni introdotte nella dimostrazione dell’ultimo
Lemma, i punti di contatto P, e P, che tendono al punto P,
sono punti di contatto della stessa specie; quindi la circonferenza
che si ottiene come limite cella circonferenza bitangente all’ovale
in P, e P, (circonferenza che & osculatrice all’ovale per quanto &
stato ora dimostrato) rimane tutta all’interno dell’ovale, almeno
in un opportuno intorno del punto P,. Si deduce di qui e dal
Lemma 3 che la curvatura dell’ovale in P, é un massimo oppure
un minimo locale; e infine dalla esistenza di almeno 4 punti
uniti della corvispondenza segue il teorema dei 4 vertici.
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